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\NUMERO REAL (Resumen)

i
| |

1 CLASIFICACION DE LRGMEROS

Naturaleg): 1,2,3,4,5,6,.....
Enteros (7 ): é -3;271,0,1,2,3,4,......

Racionales()): - %,%, 5'6,- 423333...... todos los que pueden expresarse en forma de fraccion.

Exactos: Tienen un namero finito de decimales &j6 2 6 7 3 0 0

Puros:infinitos decimales que se re
formando un periodo desde la coma

20 343412334346, =
Mixtos:infinitos decimales que se re

Periodicos: i :
. o formando un periodo pero dicho p
Decimales | llimitados: comienza, como minimo, en el se
(nimero infinito )
decimales) deci mal (ej: 273 p

7!

062135 D2BH)5 ¢é =

No periodicos:  Infinitos decimales que no se repiter

Irracionalesll: -v2, V3, p, 1'24587215963... decimales infinitos no periddicos; son aquellos nime
gue no pueden expresarse en forma de fraccion

RealesIR:la unién dodos los nimeros, racionales e irracionales
La ordenacion de los numeros se hace sobre una recta llamada recta real. Aparecen colocados €

creciente, es decir, leyendo de izquierda a derecha, los menores seran los que mas a la izquierda de
estén y van siendo mayores segun nos vspieadeo hacia la derecha:

Negativos Y Y Positivos
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1 OPUESTO, INVERSO&YALOR ABSOLUTOUNENUMERO

Opuesto de un numers aquél que tiene el mismo valor que el nUmero pero con distinto signo, es d
gue la suma de un nimero con su opuesto debe ser 0. Poopeespdodell 3 es&ly se cumple que
3+ (3) = 0; el opuesto-dees +7.

Inverso de un numergs aquél que multiplicado por éste nos da 1. Por ejemplo: El inv%rya de 4 es

que4q}:1.

ObservaciorelONO tiene inverso, no se puede dividir por O.

Valor absolutcEl valor absoluto de un nimero real a se dejdoyaspatefine como
éa siazo0

:'—a siacO

Es decir, consiste en considerar el nUmero sin tener en cuenta el signo.

Ejemplo 1.]12|=2 ; |=2
Observaciorel valor absoluto de 0 es 0

ol =

2 JERARQUIA DE LAS ORERONES

El orden en el que hay que realizar las operaciones es el siguiente:

1.Corcheteg paréntesis. 2.Potenciag raices.
3.Productog cocientes (si son exactos). 4.Sumay restas.

3 POTENCIAS ENTERAS

Seaaun nimeroryun nimero natural. El simigblesta definido corabd =g3>» ya@
nveces

3.1 Propiedades de las potencias

1. a%=1

2. al=a

3.an" =in (con n positivo)
a

4, a"am =a"m
(El producto de potencias de la misma base tiene la misma base y se suman los exponente:

n
Sa_n-m

am

(El cociente de potencias de la misma base tiene la mismeebiselgssexponentes, el del
numerador menos el del denominador)
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6. @)™ =a"m
(Una potencia elevada a otra potencia tiene la misma base y se multiplican los exponentes)

ii IMPORTANTENGOhay propiedades para la suma y resta de potencias, ni para potencias que no ter
nada en comun. Por ejengfla:3° | 3° ; 3% +2* | 5*

3.2 Propiedades para potencias con el mismo exponente

1. (a-b)" =a"-b" (La potencia de ungucto se puede separar en producto de potencias)

Por ejemplgr-(- 4))® = 73.(- 4)® (2.3-9)° =25:35.95
(6-7)2=6"2772 -3)7-27.57((-3)-2-5)"
9 ~N n
2. %8 :a_n (La potencia de un cociente se puede separar en cociente de potencias)
¢o+ b

| OOEAJ

. 3-76 (73, 4235 25.35
Ejemplo 2. & 18 =50 ges
¢4 - 4 ¢ 9 9

4 NUMEROS RACIONALES

4.1 Fracciones

Fraccionen la form%, expresa ebciente de dos numeros enteros &#:lb)

Fracciones propiagl numerador es menor que el denominador.

Fracciones impropiael numerador es igual o mayor que el denominador.

Fracciones decimaleast denominador es la unidad seguida de ceros.

Numeros mixtossonfracciones impropiague se expresan dando la parte entera y la parte

O o000 O

fraccionaria, siendo esta ultima una fraccién propia. se’denotan
Cc

ag no significa que estamos haciendo el producto de a por I% frassidlo una forma de

expresar este tipo de numeros, lo que significa es que tenemos a enteros y la pgrteefraccionarie
Cc

decir, tenemas+2 . Mediante éste Gltimo calculo se obtiene la fraccién improp@raspanae
Cc

la expresién mixta, aunque no sera necesario realizarlo, ya que las calculadoras cientificas per
transformacion de forma directa.

Ejemplo 3. :

a) 1% significa que tenemos uno y medio

Escrito como fraccion seniaﬂzi:zg
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Escrito como decimal seria;s 15 (se convierte la parte fraccionaria en decimal y se

;:05
suma a la parte entera ya conocida)

b) 2% significa que tenemos 2 enteros y tres quintas partes

Escrito como fraccion sez’anz-: = %

Escrito como decimal serid,6 26

-
3-06
5

Transforma la fraccign en ndmero mixto.

Hacemos el cociente que nos indica dicha fracciénig | 5

4 3
Entonces, tenemos como parte entera 3 y la parte fraccionaria saldria

de continuar dividiendo 4 entre cinco, es decir, de hacer 4:5, o lo quegesFIormismo

tanto, como numero mixto, se traﬁ%de(Como dsmal seria el 3,8)

o Fracciones equivalenteson fracciones que tienen el mismo valor

Existen varias formas de reconocer si dos fracciones son 0 no equivalentes:

e Realizando los cocientes que representan cada una de las fracciones y comprobando que obt
el mismo resultado.
Por ejempIéLgE y g (ambas valen 1,5)
e Multiplicando en cruz para ver si resulta el mismo numero, es decir, si se cumple que el prod

los extremos es igual al producto de los medios.

Por ejemplo:
1273 . 2 o or—r .
55 12.2 =3.8; 24 =24 Y Son equivalentes

4212 10 ’ :
=750 4.20 =5-12; 80 . 60Y No son equivalentes

e Comprobando que hemos obtenido una de ellas multiplicando (o dividiendo) el numera
denominador de la otra por la misma cantidad.

Por ejemplo: /:f‘,_\ 3
12 3 = Son equivalentes ; 4 12 = No son equivalentes
B8 P 5 20

\_‘;;J Nt
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e

Cuando seonoce ya la operacion de division de fracciones, para ver si son equivalentes
fracciones, basta realizar el cociente entre ellas y comprobar que el resultado es 1. En caso cc
no serian equivalentes.

4.2 Operaciones con fracciones

Vv

e

D

Suma:

Si los deominadores son iguales, la suma es una fraccion que tiene el mismo denominador qt
anteriores y como numerador el resultado de operar los numeradores.

5,7 1_5+7-1_11

Eijemplo4. r+—- === —=
—— +6 6 6 6

Si los denominadores son distintos, reduciremos las fracciones a quadon @heediante el
minimo comun multiplo de los denominadores) y transformaremos los numeradores correspor
para proceder después como en el apartado anterior.

7 1_45 42 2 _45+42-2 _85

: 5
Eiemplo5. X +-- == Je. L PTReT 2 _BY
—l—p—z 3 9 18 18 18 18 18

_ac

Productose multiplica en lin
b d bd

6 3 18 9
c _ad
Cocientese divide multiplicando en %rug e
: 2 _15_5
Ejemplo 7.2.2_15_5
3 12 4
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LPOLINOMIOS. OPERACIONES.

~ein—
! !
1 DEFINICIONES

Expresion algebraic&xpresién en la que se operan nucmgrosidos y desconocidos, representados
por letras, a, b, ¢, X, Y, z,..., que se denominan indeterminadas. Cada sumando es un término de la e

Ejemplo 1. :
3x%y* +2xy +3 €s una expresiongebraica de tres términos y iddsterminadas.
Términos3x?y?, 2xy , 3 Indeterminadas: X, y

Valor numérico de una expresion algebr&isael que se obtiene al sustituir las letras por nimeros y
calcular la operacion resultante.

Ejemplo 2. :
El valor nmérico de 3xy + 4x parax=2ey 85ag8e: 3-2-5+4.2=30+8=38
Ejemplo 3. :
Bl valor numéricorge) =x> - 4x2 +x+6 parax =4 Y P(4) = 4B1 4Q4R + (4) + 6 =
64-64-4 +6 =126 Y P(4) =126

Ejemplo 4. :
Dado el polinomio P(xxZ+3x- 4, hallaP&% %8.
Q -
o ~ o ~2 o ~
a 16_ a 1§ 19 1 3 1 6 16 23
Pae —0=- = +3(%_ -4=- - — - f=- - - =
?29 5629 c 9 4 2 4 4 4 4
2 MONOMIOS

MonomioEs la expresion algebraica que resulta de multiplicar un nimero por una o varias indetermi
El nUmero se denondaeficientey el producto de las indeterminzeds|iteral

Dos monomios s@mejantesi tienen la misma parte literal.

Ejemplo 5. :
a) 3x?yzes un monomio de coeficiente 3 y parte?iteral

b) -x® es un monomio de coeficiéritey( parte literaf
c) Los monomids®y? , 4x3y2 son semejantes (la parte Iixélyeﬂ es igual)

Grado de un monomigs la suma de los exponentes garte literal.

Ejemplo 6. :
a) Elgrado del monoib®z? es 6, (1+3+2 =6)

b)  El grado del monomid es 3
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c) Elgrado del monomio constante 7 es ceroayzadgediteral tendria grado O
(7x° y x° =1)

2.1 Operaciones con monomios

V Suma y resta de monomios semejarfessuman o restan sus coeficientes, manteniéndose la
misma parte literal.

Ejemplo 7. :
a)  7x3y?+ axdy? = (7+4)x3y? = 11x3y?
b)  73Y? i axPy?= (7-4)x3y? = 3x3y?

V Multiplicacion de un monomio por un num8e:multiplica el coeficiente por dicho numero,
manteniéndose la misma parte literal.

Eiemplo 8. (-4)3ab3z? = ((-4)B)ab3z? = -12ab3z?

V Multiplicacion de monomiddo es necesario que sean semejantes. Se multiplican los coeficiente
y las potencias de las partes literales se van multiplicando, agrupando las que tengan la mism
sumando los grados como se emllea propiedades de las potencias.

Ejemplo 9. :

a) (Bxy)Wx%y3)=12x%y* (no seria necesario expresar los monomios entre
paréntesis, solo se hailizado para indicar cada uno de ellos, bastaria escribir
3xy Ax2yS =12x3y*

b) 3ab3z? ¢-5a2%) = -15a%p328

V Cociente de monomioSe dividen los coeficientes, y las potencias de las partes literales se v
dividiendo, agrupando las que tengan la misma base, restando los grados como se indica
propiedades de las potencias.

Ejemplo 10. :
4x2 3
a)  (4x2y3):(2xy) = 2y N
Xy s - ' 1 :
1-4,.3.2-6 _1_3,3 -4
3ab322_ b3 | —a "b°z a~-b°z !

b) 3ab3z2:9a%z% = =
9a%z® 3a%z% " ctmmmmmmmmmoooo-
3 POLINOMIOS

PolinomioExpresion formada por sumas y/o restas de monomios de diferentes grados.

Ejemplo 11. :
a)  Q(xy)=2xy®+3x%-2 es un polinomio en dos indeterminadas x e y.
b)  Px =2x®-x®+x-1 es un polinomio en una indeterminada, x.
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Grado de un polinomi&s el de su monomio de mayor grado. Cuando el polinomio sea funcién de
Gnica indeterminada, el grado coincidird con el mayor de los exponentes de dicha indeterminada

Ejemplo 12. :
a) P(xy)=2xy> +3x%y- 2x+5 es de grado 4, ya que:
Grado del monomig®: 1+3=4

Grado del monomidy : 2+1=3

Grado del monomizx: 1+0=1
Grado del monomip0

Ejemplo 13.:
a) PX=2x>-x3+x-1esdegrado5
b) P =2x°+3x" - 2x?+9 es de grado 7

- - De aqui en adelante, nos centraremos en polinomios con una indeterminada

Ordenar un polinomi€onsiste en reorganizar los términos de manera que aparezcan escritos los gre
de mayor a menor (descendente) o de menor a mayor (ascendente); generalmente se ordenan de lz
forma.

Ejemplo 14. : P(x) =5+4x° -x? - 3x8 +2x6
Ordenado de mayor a mgnadaquedaP(x) =- 3x8 +2x8 +4x3 -x? +5

Ordenado de menor a mgyadajuedaP(x) =5-x? +4x°> +2x° - 3x8

Expresion general de un polinomio en una indetermuragalinomio en una indeterminada, x, es de la
forma

2

P() =anx" +an. 1 x" 1 +a, ,x" 2 +. +ayx? +ax+ag|  conai A,"i=1.nya,, 0

Los coeficientes pueden ser cualquier nimero real y el coeficiértierdeque ser no nulo, ya que es
el término que nos da el grado del polinomio.

: Se llam&rmino independientiel polinomio. Es el coeficiente del término de grado 0, es decir, ¢
término que aparece cages en realidad®x°.

ObservaciénCuando no aparece alguna potenca dice que el polinomio no es completo y significa
gue el coeficiente correspondiente a dicha potencia es nut ~@s decir,

Por ejemplo, el polinomio del apdrtddl ejempld es incompleto, faltan los términos de grado 4 y de
grado 2, seri@(x) =2x> + 0&%* -x3 + 0&? +x- 1

3.1 Operaciones con polinomios

V Suma y restéSe realizara sumando los términos por monomios semejantes.

Ejemplo 15. :
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a)  (X2-3x+2)+(2x% +1)=x?- 3x+2+2x% +1=3x? - 3x+3
b)  (x%-3x+2)- @x% +1)=x2 - 3x+2- 2x? - 1=-x? - 3x+1

V Multiplicacion de polinomios:

1. Producto de un nuamero por un polinonSe: multiplica el nimero por cada uno de los
monomios que forman el polinomio.

Ejemplo 16. :
a)  4@x%- 3x+2)=4x%-12x+8
b) -6G¢x3+5x2- 3)=6x>- 30x? +18

2. Producto de un monomio por polinomio:Se multiplica el monomio por cada uno de los
monomios que forman el polinomio.

Ejemplo 17. :
a)  4x3@x?- 3x+2)=4x° - 12x* +8x3
b)  -6x*@x3+5x%- 3)=6x" - 30x°® +18x*

3. Producto de dos polinomidSe multiplica cada monomio del primer polinomio por cada uno d
los monomios del segyaimomio y después se agrupan los monomios semejantes.

Ejemplo 18. :

_________

a

e — e — - -

b)  (4x3 +5x)@x? - 3x+2)=4x° - 12x* +8x> +5x3 - 15x2 +10x =
4x° - 12x% +13x3 - 15x2 +10x

3.2 Raices de un polinomio

Se dice que un vator aesraiz de un polinomP(x), cuando suistituir dicho valor epatinomio, el
resultado es 0; es decir, cuando R(a) =0

Las raices de un polinomio, también sec#amsathel polinomio

Dado el del polinormig) = x3 - 4x2 +x +6, indica cuales kb siguientes valores de X,
X =0;x=3;x=1;4A=x=2 y =-4,s0n raices de P(x).

Ejemplo 19.:
Calculamos el valor numérico de P(x) para los valores que nos dan.
x=0Y P(0)=%i 402 +0+6=00+0+6 =6 x=0no es raiz del polinomio.
x=3Y P(3)=81 43 +3+6=2736+3+6 = x=3esraiz del polinomio.
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Xx=1Y P(1)=3i 42 +1+6=14+1+6 =4 x=1no es raiz del polinomio.
X=-1Y PEL) ={p1 4Q1¢ + (1) +6 =11 47 1+ 6 =¥ x =-1 es raiz del polinomio.
x=2Y PQ)=% 42 +2+68 16+2+6 = x=2 es raiz del polinomio.

X=-4Y PM)=@pi 4Q-4F + (4) + 6 =64- 64-4 +6 =126 Y X =-4no es raiz
del polinomio.

También podemos decir qeley32 son ceros del polin@io= x° - 4x2 +x +6.

Ejemplo 20. :
Dados los polinomidix) =3x2 - 5x- 3; N(x)=%x2 +%x+1 y P(x)=x?- %x+§.

Calculaa)2®(x) + @l(x) + ®@(x); b)M(X)i 2BI(x); ¢c) M(x) +®I(X)i P(x)

a)  20n(x)+4d(x)+3P(x 2C(B - 5X- 3)+4(3&x +4x+1o+3(ge(2-§x+§8—

=6x2 - 10x- 6+2x2 +3x+4+3x2 - x+2_11x2 - 8x

b)  M(x)- 20”)~I(x):(3x2 - Bx - 3)- Z&l—x2 +§x+18:3x2 CBx-3-x2-Sx- 2=
c2 4 + A 2
----------- /
!

2x2 13x 5
2

&) Mx)+30i(x)- P(x)=3x? - 5x- 3)+3é‘ex #2x018 B2 2xe28-
¢2 : :
=3x2-5x-3+§x2+gx+3-x2+1x-g—zx2 gxg

2" 4 3 27 127 3

e
w
|

4 POTENCIAS. IDENTIDAINOTABLES

4.1 Potencias de monomios y polinomios

Las potencias de monomios y de polinomios se efectian del mismo modo que las de los nimeros ree

La potencia de exponente natural de un monomio o de un polinomio se calcula multiplicando la base
misma tantas veces como indica el exponente.

Ejemplo 21. :
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@x%y°)? =(@x%y*)@ax®y®) = (@) &2y ° §°) =42 (*)? (y°)* =16x%y°
La potencia de un monomio se calcula elevando cada elemento del monomio a dicha potencia.
(28y%2y =230)°(*)°2° =8y °2°

Ejemplo 22. :
(x +5)% = (x +5)x +5) = x* +5x +5x + 25 = x> +10x + 25

Las siguientes identidades nos permiten calcular determinadas potencias de polinomios de forr
sencilla.

4.2 ldentidades notables

V Cuadrado de una sum@+b)? =a® +2ab+b?.

El cuadrado de una suma es el cuadrado del primero més el doblpaded m@genclo mas el
cuadrado del segundo.

Ejemplo 23. :
a)  (4x+3)%2 =(4x)? +2@Ax B +3° =16x2% +24x+9
b)  (x?+1)? =(x%)? +2&2 A+1% =x* +2x? +1

V Cuadrado de una diferencia: b)? =a? - 2ab +b?

El cuadrado de utiéerencias el cuadrado del primero menos el doble del primero por el segunc
mas el cuadrado del segundo.

Ejemplo 24. :
a)  (@x-y*)’=(3x)7- 28xG° +(y%)? =9x? - bxy® +y°
b)  (6x- x?)? =(6x)? - 2Bx &2 +(x?)? =25x2 - 10x X2 +x* =25x2 - 10x3 +x*

V Suma por diferenciga+b)@a- b) =a? - b? (diferencia de cuadrados)

Ejemplo 25. :
a)  (4x+7)Mx- 7)=(4x)? - 7% =16x2 - 49
(1- 3x2)@+3x%)=1% - (3x%)? =1- 9x*
b) (@- 3x2) (@L+3x2) =12 - (3x%)2 =1- 9x*
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LECUACIONES DE PRIMER GRADO

B .
| |
1 IGUALDAD. IDENTIDABGQUACION.

Unaidentidades una igualdad entre dos expresiones algebraicas que es verdadera para
cualquier valor de las indeterminadas.

Ejemplo 1. x + x=2x
Esta igualdad se cumple para cualguigueaiome latrax, pues un niamero
sumado consigo mismo sieegagrial a su doble.

Unaecuaciones una igualdad entre dos expresiones algebraicas que se verifica para ciertos
valores de las letras.

Ejemplo 2.2x+2=6 + X

Esta igualdad entre dos expresadgelsraicas puede ser verdadera o falsa,
segun el valor numérico que se le asigne a la letra x.

Si sustituimos la x por 4 en la expresion antaride, = 6-4 Y 10 =10

Se obtiene una igualdad entre expresiones numericasiedae R0 si
sustituyéramos x por7, 2 A 7 + 2 ¥ 16 = %3 7

La igualdad obtenida es falsa.
Luego 2x + 2 = 6 + X, no es una identidad, es una equac@wwerifica
para ciertos valores de la letra x.

2 SIGNIFICADOUTILIDAD.

Unaecuacionexpresa, en lenguaje algebraico, una relacién entre cantidades cuyo valor, de
momento, no conocemos. Esas cantidades se representan con letras.

Ejemplo 3. :
La tercera parte de un niumero es igual a su cuarta parte mas una unidad.

Un n¥mer o Y Ecuacion

Su tercer—ga

A%

+1

w | x

Su cuarta} p
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Ejemplo 4. :
La edad de Laura coincide con la quinta parte de la que tendra dentro de 28 afios.

-- Ecuacion
Edad de Laura Y §|>X=x+28
Edaddentrode2 8 afos 3 5

Las ecuaciones permiten codificar relaciones en lenguaje algebraico y, a partir de ahi, manejarle

matematicamente. Eso, como comprobaras mas adelante supone una potentisima herramient
pararesolver problemas.

3 ELEMENTOS Y NOMENIRA

Miembros de una ecuaci®@on cada una de las expresiones que apapt®msdados del
signo de igualdad.

Ejemplo 5.2x-4=x+ 3

2XT 4=x+3
L | | |
Primer Segundo
miembro  miembro

TéerminosSon los sumandos que forman los miembros.

2x—4=x@

Términos

Ejemplo 6.La ecuacion anterior tiene cuatro términos. Los términos del
miembro de la izquierda sbay - 4, y los términos del miembro de la
derecha sory 3.

Incognitas:Son las letras que aparecen escdacionTambién puede referirse a las
incognitas como indeterminadas.

Ejemplo 7. :
2xi 4 = X + 3 Y Ecuaci -n con una i nc-
5x+3y =3 Y Ecuaci -n con dos inc-gnitas,

Soluciones o raices de una ecuac8on los valores que deben tomkatias para que la
igualdad sea cierta. Cada solucionadecuacion esta formada por tantos niumeros como
letras tenga.

Resolver una ecuaci@s encontral valor, o los valores, que deben tomar las letras para
gue la igualdad sea cierta.

Matematicas 3° E.S.P.A Pagl7 C.E.P.A. Plus Ultdaogrofio



X =7 es solucién, yaque 2G-4=7+3
2X-4=x+3

X = 5 no es solucion, ya que

2C'5-4, 5+3

Ecuaciones compatibles e incompatibles.
Segurel nimero de soluciones, las ecuaciones se pueden clasificar en:

e Compatibles: ecuaciones que tienen solucion. Y se dividen en:
V Determinadas: tienen una Unica solucion.
V Indeterminadas: tienen infinitas soluciones

e Incompatibles: ecuaciones que no tienen solucion.

Ejemplo 8. :
La ecuacion x + 2 = Eesipatible porque la igualdselcumple para x = 3y,
por tanto, la ecuacion tiene solucion.
Si intentas encontrar ahora una solucién de la eéuacigncomprobaras

gue no la tiene, ya que el cuadrado de un nimero no puede ser negativo. Se trata,
por tanto, de una ecuaitibampatible

Ecuaciones equivalente®os ecuaciones son equivalentes cuando tienen las mismas
incognitas y las mismas soluciones.

Ejemplo 9. :
¢, Quéienen en comun estas dos ecuaciones?
2x-1 =x+1 2+X=6X
La solucién de ambas es x = 2, ya que:
2x-1=x+1Y 2 -A22+1Y 3=3
2+xXx=6XxXY 2+2=62Y 4=4

Por tanto, las ecuaciones son equivalentes

4 REGLAS DE EQUIVALENCI ATENCION!

Para transformar una ecuacion en otra equivalente, se pueden Si al aplicar las reglas dealguicia

siguientereglas de equivalencidasadagn las igualdades numéricag @ una ecuacion conarias
incognitas eliminaguada de ellas,

el resultado nes una ecuacion

Z ran3ponero cambiar de lugar, mismbros equivalente:
2XT 4=x+30 Xx+3=2k4 X>+2y=x2+1Y
Y x> +2y-x2=x>+1-x* Y
Y 2y=1

Esta Gltima ecuacion no
equivalente a la de partida.
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y' Si a los dos miembros de una ecuacion se les sumasta@ifesismo nimero o
una misma expresion algebraica, la ecuacion resultante es equivalente a la dada:

Suma: A=B U A+C=B+C
Resta: A=B U A-C=B-C
Ejemplo 10. :
a)
5x-2=6U 5x-2+2=6+2U 5x=6+r2U 5x=8
A A
e T ST
! Sumamos ! En el miembro de la izquierda ap&r&e
 dos a cada 1 por lo que se anulan y sélo aparece eI+
. miembhrn | . miembro de la derecha |
b)
2X=6+X 2X-X=6+XxXU 2Xx-Xx=6U X=6
0 A
== =—=====- ! !
Restamos! - : TS ooooeooo—o-oooo--oo--o
la | 1 En el miembro de la derecha aparecepor
|

acada | | miembro de la izquierda |
miembro l

}

} }

} }

] | }
lo que se anulan y sélo apareee e eI

' incognita » 110 y p

| |

}

}

]

Resumiendo lo que ha ocurrido en estos ejemplos, podemos decir:

En una ecuacion se puede pasar un término de un miembro a otro cambiandol

E Lo que esta sumando en un miembro pasa restemdterhbro.

E Lo que esta restando en un miembro pasa sumando al otro miembro.

y' Si se multiplica o se divide por un mismo numero destingoloe dos miembros de
la ecuacion, es decir, a todos los términos de la ecuacion, la ecuacion resultante es
equivalente a la dada:

Producto: AyB,oU AGC =B
Simplificaciébn: AG =Bd& yC, 0U A=B
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ax=a 0 X-2y x=2
A 3 3 A 3
(=== =====- ! 1
' Dividimos.: * D
' por 3 cada 'EE | miembro de la izauierda and :
" miembro : : n el miembro de la izquierda apareda !
""""" ! por lo que se simplific®dlp aparece eI 3en
! miembro de la izquierda dividiendo. :
_______________________________ |
Ejemplo 12. :

En este ejemplo los miembiemen mas de un término y vamudtiplicar

ambos miembros por cinco porque de este modo conseguiré que desaparezca el
denominador de la fraccion. Cuando se multiplica o se divide un miembro de una
ecuacion, se multiplica o divide a cada uno de sus términos.

2x+3=%— 2 U 5@2x+3)=5€b§— 2)U 5@x+5@=5(‘355- 52 U

}

e e, == ]

|
U 10x+15=x-10 <~ ' Hemos conseguido una ecuacién equnvaler‘
! denominadores !

o e = - - - - - - - - - - -

Ve . Restamos x y 15 a cada mler‘
U 10x+ 157 x7 15=x71 107 x7 15 U \ para dejar las x en un mlemq
|
|

los nimeros en otro. !

10x I x =7 10 7 15 U 9% =1 25 U
9x -25 . -25

T2 x=2 A e ,
9 9 9 .o

Dividimos por 9 los ¢
miembros. !

Resumiendo lo que ha ocurrido eregstygdos, podemos decir:

Se puede reducir una ecuacion multiplicando o dividiendo ambos miembros
namero no nulo:
E Lo que esta multiplicando en un miembro pasa dividiendo al otro miemk
E Lo que esta dividiendo en un miembraytishcando al otro miembro.

Ejemplo 13.:

Teniendo en cuenta las reglas anteriores vamos a escribir tres ecuaciones
equivalentes a cada una de las siguientes.
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a) 2x=1
a. 2x=1U 2x+3=1+3U 2x+3=4

C. 2}\:10 2x-1=1-1U 2x-1=0

b) 371 x=8x

a. 3-x=8xU 3-x+x=8x+xU 3=9x

C. 3-/>§:8x0 3-x-3=8x-3U -x=8x-3

Grado de una ecuacidl. aplicar las reglas de equivalencia, aguae®nes se reducen a
otras, cuyos miembros son uno un polinomio y el otro un cero. Estas ecuaciones se clasifical
segun el nimero de incognitagrgde del polinomio resultante.

Ejemplo 14. :

3X-2=x7U 3x=x7+2U 3x=x5U 3xi x=5 U 2x=5
U2x+5=0

Luego, es una ecuaciopriteer grado con incognita.

Ejemplo 15. :

2 2-x-1:0

x“=x+1U x

Por tanto, es una ecuacion de segundo grado con incognita.

Una ecuacion es de primer grado con una incognita si equivale a otra de la forma ax + b = 0.

Una ecuacion es de segundo grado con una incAgnita si equivale a otra de la forma
ax’ + bx+c=0.
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Ejemplo 16. :
Clasifica estas ecuaciones atendiendo al grado y al nUmero de incognitas:
a) x3+5=3x-1
En esta ecuacion so6lo aparece una incognita, X, averigilemos el grado.
x3+5=3x-10 x3+5-3x+1=0U x3-3x+6=0
El polinomio que aparece es de grado 3, luego es una ecuacion de tercer grado
con una incognita.

b) 9x+y=x

Esta ecuacion tiene dos incognitas, x e y, averigiiemos el grado.
I9x+y=xU 9x+y-x=0U 8x+y=0

El polinomio que aparece es de grado Eslusgoecuacion de primer grado
con dos incognitas.

c) x%+2y?=1

Esta ecuacion tiene dos incognitas, x e y, averigiemos el grado.

x2+2y2 =10 x?+2y?-1=0

El polinomio que aparece es de grado 2, luego es una ecuacion de segundo grado
con dos ingaitas.

d xy+1=-7

Esta ecuacion tiene dos incognitas, x e y, averigiemos el grado.
xy+1=-7U xy+1+7=0U xy+8=0

El polinomio que aparece es de grado 2, luego es una ecuaciéon de segundo grado
con dos incognitas.

5 RESOLUCION DE ECUAES DE PRIMER/&FO

Para resolver una ecuacion de primer grado con una incognitgejiebestaladtima
aplicando laeglas de equivalencia. Fijate en estos ejemplos:

Un término de una ecuacion se pasa de un - X+5=7 U x=7-5U x=23
miembro a otro cambiandole de signo. x-2=3U x=3+2U x=5
‘. AR
Un numero distinto de O que esté - 0. =
multiplicando a un miembro de una ecuacion o 4x=20U x= e Ux=5

pasa al otro miembro dividiendo. 4

- — — . e ——e

Un namero distinto de 0 que esté dividiendoa - e o - \.'-
un miembro de una ecuacién pasa al otro 9 §—7U x=7QU x=21

miembro multiplicando.

.

-_——— — e e——

Los miembros de una ecuaciéon se transponen e e ‘.
para que la incégnita aparezca a la izquierda al -, 5=xU x=5 i
dar la solucién. e
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En la resolucion de una ecuacidrinaer grado conviene seguir un orden para facilitar la tarea y
no cometer errores:

a) Quitar los paréntesis.
b) Realizar las multiplicaciones o divisiones que aparezcan entre fracciones
c) Quitar denominadores. Calcular.myaespués

Se puede hacer:

a. Multiplicado la ecuacién, es decir, a ambos miembros por el m.c.m de los
denominadores de la ecuacion.

b. Reduciendo a comun denominador.
d) Pasar a un miembro los términos con incognitas y al otro los numéricos.
e) Reducir términos semejantes.
f) Despejar la incognita.
g) Compubar la solucién.

Vamos a resolver algunas ecuaciones siguiendo los pasos anteriores.

Ejemplo 17.:
Resolver la ecuacipx - 3)- 7@x- 4)=6- x

Procedimiento 4Qx- 3)- 7Qx- 4)=6- X

Quitar paréntesis 4x-12- 7x+28=6- X

Nos saltamos los pasos
C) porque no hi
denominadores

. operaciones entre fraccior
Pasar a un miembro

términos comcognitas
al otro los numéricos

z : 4x- TX+X=6+12- 28
Aqui aplicamos que

términos que estan sume
en un miembro pasan al
restando y los que es
restando pasan sumando.

Reducir termin -92% =-10
semejantes
. N El -2, que esta multiplical - 10
' o X=——=5 Sol.:x=5
Despejar laincognita 544 al segundo dividiend -2
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4G5- 3)- 745- 4)=6-5U
Comprobar la solucién U 4@-7G=1U0
U8-7=1U0 1=1

Ejemplo 18. :
Resolver la ecuacidae - X8=1
¢ 3+ 4
34 x9_1
Procedimiento E%' 3272
3.3 =1g
2 23 4
: , . 6 3x _1,
= —=2= U
Quitar paréntesis > o7
U 3- 5 = 1
2 4
Nos saltamos el paso b) po
no hay operaciones el "
fracciones. 4G8- 58: 4(% U
Q =

uitar denominadores L g .
Q Calculamos el m.c.m. de U 4cx-4d2§:iu

denominadores m.q 2.4 4,
y multiplicamos ambos miem
por 4.

U 12-2x=1

Aqui aplicamos que los térn
Pasar a un miembro que estdn sumando en
términos con incognitas miembro pasan al otro restar -2x=1- 12

otro los numéricos los que estan restando ps
sumando.
Reducir términ S
semejantes X =
DrespaEr (A rase i El-2, que estd multiplicando | (oot 11 L o1
Pel g al segundo dividiendo -2 2 2
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Comprobar la solucion

Ejemplo 19.:

Resolver la ecuaC|

_xg_1
(; ST

»~ |

opcién b. del apartado c).

Procedimiento

Quitar paréntesis

Quitar denominadores

Matematicas 3° E.S.P.A

Nos saltamos el paso b) po

no hay operaciones ent
fracciones.
Calculamos el mc.m. de
denominadores, m.c.m.(Z
4, y reducimos todos
términos a comun denomina
3:&:2

4 4
X _ x@ 2x
2 2@ 4

Después multiplicamos pc
ambos miembros vy
denominadores se eliminan.
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_ Aqui aplicamos que los térn
Pasar a un miembro que estan sumando en

términos con incégnitas miembro pasan al otro resti -2x =1- 12

otro los numéricos y los que estan restando pi
sumando.
Reducir términos
semejantes = ZX=edl
Despejar la incégnita e e
pasa al segundo dividiendo - 2 2
L
S@e. 26=1y
2 30 4
® 0
(; =
Comprobar la solucién 2¢ b= 4
o 342 1g_ 1,
2¢6 6+ 4
ug3gd-1y3-1yg
26 4 12 4
gi-1
4 4
Ejemplo 20. :
Resolver la ecuacipn ~ & 1=£C§1- x)- X
8 2 2 8 3
31Xt Ly oy X
Procedimiento 8 2 2 8 3
. L . 3 1 -:gx- 1 1 x x
uitar paréntesis —- = S
Quitar p 82 2 88 3
Realizar la
multiplicaciones 3 2x-1_1 x x
divisiones que aparez 8 4 8 8 3

entre fracciones
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Quitar denominadores

Pasar a un miembro
términos con incognita
al otro los numéricos

Reducir términi

semejantes

Despejar la incognita

Comprobar la solucion

Calculamos el m.c.m.

los denominador
m.c.m.(8, 4,3)=24,
reducimos  todos |

términos a
denominador.

comi

Después multiplicamos
24 ambos miembros y
denominadores

eliminan.
Cuidado en el prin
miembro con el sic

menos delante de
fraccion.

Aqui aplicamos que
términos que  est
sumando en un miem
pasan al otro restand
los que estan restar
pasan sumando..

El -1, que est;
multiplicando  pasa
segundo dividiendo

Ejemplo 21. :

Resolver la ecuaciéh— =

3 2

1-5x x+3

i_G@x-l)_i_%_SxU

24 24 24 24 24

U 9- 6@2x-1=3-3x-8xU
U 9-12x+6=3- 3x- 8x

-12x+3x+8x=3-9- 6

u 3.1 3:lc'bll)-w

Los denominadores de estas fracciones no son numeros, son expresiones
algebraicas. Pero si invertimos las fracciones, se obtienen otras dos que siguen
siendo equivalentes pero con denominadores numéricos.
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Procedimiento

Quitar denominadores

Pasar a un miembro
términos con incognita
al otro los numéricos

Reducir términos

semejantes

Despejar la incognita

Matematicas 3° E.S.P.A

_X+3

1- 5x_x+3 3

1- 5x _x+3

3 2
Nos saltamos los paso:
y b)
Calculamos el m.c.m.

los denominador
m.c.m.(3, 2)=6,

reducimos todos |
términos a comi

denominador.

Después multiplicamos
6 ambos miembros y
denominadores
eliminan.

Aqui aplicamos que
términos que  est
sumando en un miem
pasan al otro restand
los que estan restar
pasan sumando.

El -1, que est;
multiplicando  pasa
segundo dividiendo

Pag28

2

2(f1- 5x) _

_3C'Qx+3)U
6 6

6 6

U 61 Xt
6 6

U 2-10x=3x+9

U

-10x- 3x=9- 2
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1-5‘é‘e1738 S‘el738+3
Y ~_C T 0
3 2
o 7~
:|_+§ %584'3
g —13-¢ 22 |y
3 2

Comprobar la solucion

3 2
48 32
g 13 _13
3 2
U4_8:§U
39 26
o 6-16
13 13
Ejemplo 22. :
Resolver la ecuaC|eer+5)- 3 _%_ = Gx+1)
. . 2 .. 3 2x
Procedimiento Sx+5)- 2 =221 2 Gx+1
s & *9) 575 1on )
Ex+£(’5_§=ﬁ_ix_idu
Quitar paréntesi 5 5 2 5 10 10
p g Pag BB B &

5 2 5 10 10

Nos saltamos

paso b) porque |

hay  operaciont

entre fracciones. 3x_ 339

1oé‘el+2- E(_) 10&1- 10" 150
Quitar Calculamos | ' B

denominadores m.c.m. de Ic 1oc§_+1oc2 1oc§ 1oc§_ 10&- 100—U

denominadores
m.c.m.(2, 5, 10)=: U 4x+20— 15—4x— 3X- 3

y multiplicamc
ambos  miembr
porl0.
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Aqui aplicamos ¢
Pasar a uw los términos qt

miembro lo estan sumando
_terrpln(_)s CO un miembro pas Ax- AX4+3% =-3- 20415
incognitas y . al otro restando
otro los los que esta
numericos restando pase
sumando.

Reducir términi

) 3x=-8
semejantes
El -2, que est
Despejar | multiplicando pa __-8_ 8 8
o X=—=-— Sol.:x =-—
incognita al segund 3 3
dividiendo
.O 8~
2°°8~632%83 8§
= _8+58- == I 8+18U
5% 3+ 2 2 5 108 3+ 2
16
0245 89,150 3. 3 3 &4 88, 34,
5% 3+ 3% 2 5 10 32 38
Comprobar I U 2(;]\_ 3 16 3 .5
solucién 53 2 15 10 3
gl4_3_.16 -15
15 2 15 30
g 28 45_ 32,15,
30 30 30 30
g .1 _.17
30 30
6 CONSEJOS

Comentamos algunos de los errorefrandsntes que se suelen cometer al resolver una
ecuacion. Recuerda que son errores y que debes evitarlos.

Ejemplo 23. :

La ecuaciéBx- 1=2, parece tan sencilla que nos vemos capaces de hacerla
rapidamente y por ello, a veces 0 nos saltamos pagidEamos dien las

reglas de equivalencia, y acabamos resolviéndola mal. El siguiente desarrollo es
una muestra de lo que hemos dicho.

Hemos resuelto mal la ecuacion y una forma de comprobarlo es sustituir la
solucion obtenida en dicha ecuacién y comgpmbar se cumple dicha
ecuacion.
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Ecuaciéon mal ) 5 ) '
resuelta 3x-1=2U X—1:§U x=2+10U x =

w
w| o

Sustituimos en la ecuacion,
la indeterminada x por la GB- . 15 . .

5 30--1=2U —-1=2U 5-1=2U 4, 2
supuesta soluu%n 3 3

Pero, entonces ¢qué error o errores hemos cometido? Un error es que nos
guedamos conflar e toeueaesta multphdo pasa dividiendo basandonos

en ella hemos pasado el 3 que sélo multiplicaba a un término del miembro de la
izquierda, no a todos los términos de dicho miembro, dividiendo al otro miembro.
Si quisiéramos pasar el 3 dividiendo haciéndolo corrededregataps

operar de la siguiente forma.

- e = = = - - - - - =y

Podemos pasar el |
dividiendo al otro miemt;
|

- - - ——————— -

<.._____
g

H
- oo

De esta forma el
aparece multiplicandc
todos los términos ¢
miembro de la izquierc

F-—-=-=-=-=---

Pero estdorma de resolver la ecuacion es bastante complicada y lo mejor es
seguir los pasos indicados en el apartado anterior.

Como no hay paréntesis ni denominadores en la ecuacion saltamos directamente
al pasal).

Comprobamos queesultado obtenido es la solucion de la solucién:

3x-1=2U 3x=2+1U 3x=3U x=%=1

T T T T T T
Dejamos los términos con la incognita
miembro y los numericos los dejamos
otro.

3&-1=2U 3-1=2U 2=2
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Ejemplo 24. :

Otro error muy conmaonsiste en cambiar el signo a un nimero que pasa
dividiendo

Ecuacion mal =3Xx+4Y x-3x=4Y -2x=4Y x=
resuelta

El proceso va bien hasta que llegaribs=a4, y tenemos que despejar x—2x =4
Como el signio parece que nos estorba lo quitanpasaynos el 2 l L
dividiendo. Una forma muy sencilla de comprobar que el resultado obteniglo
no es la solucién, es que necesitamos mtitiplicatro nimero negativo* —= +
para que nos dé un namero 4.

Ecuacion bien X=3X+4Y x-3x=4Y -2x=4Y x=—2 =.2
resuelta -2

7 RESOLUCION DE PROBREM

=2

N A

Para resolver un problema algebraico seguiremos los siguientes pasos:

1. Lectura y comprension del enunciado: realizaremos varias lecturas atentas para
diferenciar lo que nos piden de los datos de que disponemos.

2. Eleccién de ilacognita

3. Planteamiento de la ecuacion a partir de las relaciones matematicas entre los datos y la
incognita que se expresan en el enunciado.

4. Resolucién de la ecuacion.

5. Evaluacion de la coherencia del resultado. Hay que comprobar que el lidsultado obten
es coherente con el enunciado.

6. Escribir la respuesta.

Ejemplo 25. :
Tres her manos, Mer cedes, Pedro y Laur
a sus padres. Laura ha aportado 120040

Mercedes. ¢, Cuanto ha aportado cada uno?.
V Degpués de leer el enunciado atentamente, identificamos la incognita:
A x: dinero que aporta Mercedes
V Podemos expresar en funcién de la incégnita otros datos desconocidos:

A x + 45: dinero que aporta Pedro

Matematicas 3° E.S.P.A Pag32 C.E.P.A. Plus Ultdaogrofio



A x + 165: dinero que aporta Laura
V Planteamos éuacion:

A x+(x+45)+(x+165) =834
V Resolvemos la ecuacion:

A x+(x+45)+(x+165)=8340 3x+210=834 U 3x=624U xz%zzos

V La solucion es coherente, ya que la cantidad de dinero tiene que ser positiva,
y |l a suma de |l as tres cantidades sor

V Escribimos la solucion:

A Mercedes aporta208 Pedrypy R&aBra 373
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JFUNCIONES

1 INTERVALOS DE LA REREAL

Este curso vamos a estudiar las funciones reales de variable real, es decir, funciones que se
calculan sobre nimeros reales y el resultado es un numemnameabd. osales sobre los que

podemos calcular la funcion forman un conjuntodienigidolos numeros reales que

resultan forman un conjunto llameaivido Por lo tanto, dominio y recorrido son subconjuntos,

una parte, de los nimeros reales.

Veames las formas con las que podemos expresar esos subconjuntos:

ENTRE L LAVEBEs,el coguato formado exclusivamente por los elementos que
aparecen en el interior de las llaves.

Ejemplo 1. :
a) {-6, 0.5, 3}- Este conjunto esta formado por cuatro eleteitos,
0.5y el 3, s6lo por esos cuatro numeros

by {3, g, -7, 1 }- Los elementos de este conjunto son cuatro, cuatro

nameros realeg3 ,%, 7y 1.

INTERVALOSean a y b dos numeros reales talea que

Vv Intervalo abiertde extremos a y b es el conjunto de niumeros reales X, tales que a < x < b,
es decir, todos los nUmeros mayores que a y menores que b, no incluidos ay b. se represent
por (a, b) 6 J&.b

Observacion: en la representacion grafica de un intervalo, cuando un extremo esté
incluido pintaremos en él un punto cerrado ( = ) y cuando no esté incluido, pintaremos
uno abierto (* ).

|:".:'I, b} :{X =R/a<x< b} Qrf::IﬂEEImEﬂtB

L
o]
oQ
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Ejemplo 2. :

(2, 3} - Este conjunto esta formado por los infinitos nimeros reales
(enteros, racionales e irracionales) comprendid@syeBtreo incluidos
estos dos numerels999991,-0. 001, 0.5, 1, 1.25, 2.9

e

"B
oy
3

V Intervalo cerradde extremos a y b esa@ijunto de nimeros reales X, tales gab,a

es decir, todos los nUmeros mayores que a y menores que b incluidos a y b. Se representa pc
[a, b].

[a.bl=fx € R/a < x< b) graficamente

&
b

Ejemplo 3. :

a) [2,3} Estéormado por todos los nimeros reales mayores o iguales que
-2 y menores o iguales que 3.

@ - - - . 4
3

-4 -3 -2 -1 0 1 2 4

b) [2,4} Estformado por todos los nUmeros reales mayores o iguales que
2 y menores o iguales que 4.

. . . . & -
o 1 2 3 4 5

V Intervalos semicerrados o semiabiedesextremos a ysbn aquellos intervalos en los
gue uno de los extremos se incluye y el otro no.

i [a,b):es el conjunto de nYopesdegistodosels!| es x,
nameros mayores o iguales que a y menores que b (amictuelestao esta
incluido)o
. R graficamente
[@, b)={x [/ ax<®} > » O
a b
i (a,b]l:es el conjunto de n¥awmeros real es x,
nameros mayores que a 'y menores o igualeshquead ¢sté incluidy siesta
incluido)o
¢ raficamen
@bj={k /a < graficamente o &
a b

1]_2! 3
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Ejemplo 4. :

a) [-1, 4)- Estaformado por todos los niumeros reales mayores o iguales
que-1y menores que 4.

. & . . . .
-2 -1 o 1 2 3

+0)

b) (-1, 4]- Estaformado por todos los niumeros reales mayofiey que
menores o iguales que 4.

T G T T T T ' T
4

-2 -1 [u] 1 2 3 ]

Vv Intervalos infinitosen alguno de los extremos, o en ambos, aparece &l.simbolo
ObservacionEl extremo siempre es abierto; si el otro extremo es un namero, puede ser
abierto o cerrado.

\(in,+8)= - Representatodala o
irecta real, todos los nUumerosreale: + =+ s 4 ¢ 1 2 3 a4 =&

(Cuando el extremo superior ggatnbién puede omitirse el signo +)

Veamos algunegmplos de este tipo de intervalos:

Ejemplo 5. :
a) (i =, 3)- Estaformado por todos los nimeros reales menores que 3
4 . . . . . O—
-3 -2 -1 o 1 2 3

b) (2, +a)- Estédformado por todos los nimeros reales mayees que

—Q - - - - >

-2 -1 o] 1 2 3

c) (i=,i1l)- Estaormado por todos los niumeros reales mendkes que

-4 - - €

-4 -3 -2 1 o

d (2,+r) - Estformado por todos los numeros reales mayores que 2.

: - G : - : : >—
0 1 2 3 4 5 6 7

e) [2,+n)- Estéformado por todos los nimeros reales mayores o iguales
que 2.

: . e
2

>
0 1 7
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f) (it =,7 1]- Est&ormado por todos los numeros reales menores o iguales
que-1.
- : : -

-4 -3 -2 -1 0

2 EJES CARTESIANGCOORDENADAS ENPEANO.

Un sistema de referencia cartesiano esta formado por dos rectas perpendicuigess, llamados
decoordenadasque dividen el plano en cuatro partes iguales y a cada una de ellas se les llama
cuadrante.

1 El ejehorizontalse llama eje X o eje de
abscisas.

1 El ejeverticalse llama eje Y o eje de ordenadas.

1 El punto O, donde se cortan los dos ejes, es el
origen de coordenadas.

El eje X puede tomar valores muy pegwefias

valores muy grandes .4.os valores negativos estan a
la izquierda del punto O y los positivos a la derétia dg = E 1 2 3
dicho punto.

El eje Y puede tomar valores muy pegwefias
valores muy grandes .4+Los valores neiyas estan =
debajo del punto O y los positivos encima de dicho punto.

Las coordenadas de un punto cualquiera P se representan por (X, y). La primera coordenada s
mide sobre el eje de abscisas, y se la deromrdeaada x del puntoabscisa del punto

La segunda coordenada se mide sobre el eje de ordenadas, ycamndelania y del

puntou ordenada del punt&l origen de coordenadas es el@{it0).

2.1 Representacion grafica de puntos

Como hemos dicho antes los ejes de coordenadas dandeenatymtro cuadrantes. En el

siguiente grafico se observa como se nombran los cuadrantes, en sentido contrario al movimient
de las agujas del reloj, y el signo de las coordenadas de un punto dependiendo del cuadrante en
gue esté.

| er
2° cuadrante 1 cuadrante

(= +) (+, +)

or
3 cuadrante 4° cuadrante

(- ) v (+.-)
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Lospuntosque estan en g de ordenadagenen su
abscisaigual a 0; y los que estan ejeale abscisas
tienerordenadagual a O

Ejemplo 6. :
Observa los puntos que aparecen en la ilustracion y escribe sus coordenadas.

. oF Las coordenadas de los puntos son:
| o A2, 3) D(1-4)
B(2, 0) E(@3, 2)
o’ i _— CEB3,3)  F(@O,3)

| Los puntos B y F se encuentran sobre

los ejes, E esta en el primer cuadrante,

° : A en el segundo, C en el terceroy D en
el cuarto.

Ejemplo 7. : 8!
Indica en que cuadrante se encuentra
los siguientes puntos y luego
represéntaloBtl, 4), Q4,-2), R(2, 5) .
y S(5:3)

-]

L]

El punto P se halla en el segundo
cuadrante ya que su abscisa -es.———— T
negativa;1, y su ordenada es positiva,

4. i

El punto Q se halla en el terer
cuadrante ya que su abscisa es .
negativa4, y su ordenaea negativa,

2.

.,m
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El punto R se halla en el primer cuadrante ya que su abscisa es positiva, 2, y su
ordenada es positiva, 4.

El punto S se halla en el cuarto cuadrante ya que su abscisa es positiva, 5, y su
ordenada es negativa, 4.

3 FUNCION

Unafunciénes una relacion que asocia a cada valor de unazmaanituid
(o conjunto inicial) un Unico valor de la ottadhfagronjunto final).
A estas magnitudes se llaman variables. La primeraxpagnié| Una relacioentre magnitude
variable independienty la segundg, es lavariable dependient¢ en la que a un valor de la prit
(es la que se deduce de la variable independiente). magnitud le pueden correspo
Las funciones sirven para expresamnetaanatematicas, pe varios valores de la segunde
describir fenbmenos econdmicos, fisicos, bioldgicos, socic| es una funcién.

también para predecir qué sucede con esos fendmenos Si Cainuiai 1as

condiciones.

Ejemplo 8. :
La relacidon que a cada numero natural le hace corresponder su siguiente, ¢es
funcién?
Conjunto inicial Conjunto final
NUmeros naturale Numeros naturales
1 _— 2
2 _— 3
3 —_— 4
4 e —— 5
€. . €.

Esta relaciéon es una funcién porque a cada valor del conjunto inicial, un nimero
natural, se le asocia un unico valor del domiingéd siguiente namero. Cada
namero solo tiene un siguiente.

Esta relacion también la podemos e« r.8]
como pares de valores ordenadores: ©7
(5,6)

®

(1, 2): (2, 3); @5, 6
(3,4)

donde el primer nimero de cada p @3y

. . (1, 2‘
pertenece a la magnitudain{eariable
independiente, x) y el segundo nu
es el que le corresponde por ¢&oful
(variable dependiente, y).

Si representamos estos pares de valores en unos ejes de coordenadas
obtenemos tapresentacion grafica de la funcion

#Magnitud es todo aquello que se puede cuantificar, expresar mediante un nimero, medir.
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Ejemplo 9. :

La relacion gua cada dia del mes de agosto del 2011 le hace corresponder la
temperatura minima y la maxima registrada en la ciudad de Logrofio, ¢.es funcion?

Esta relacion no es una funcion porque la temperatura minima y méaxima no
coinciden. Por ejemplo, el 10 déoagosinima fue de 12° y la maxima de
26°.

Ejemplo 10. :

¢Es una funcion la correspondencia que relaciona cada capital de provincia con la
distancia que la separa de Madrid?

Esta correspondencia no es una funcién, porque una funcion es una relacion entre
magnitude (Magnitud es todo aquello que se puede cuantificar, expresar
mediante un namero, medir). La capital de provincia, por ejemplo, Logrofio, no es
una magnitud.

A continuacion desarrollaremos tres formas en las que se puede expresar la relacion entre do
magnitudes y como distinguir si esa relacién es una funcion:

1 Relacion dada por una tabla.
1 Relacion dada por una gréfica.
1 Relacion dada por una férmula.

3.1 Relaciones dadas por tablas

Una tabla es una representacién de datos, mediante pares ordenadosyedxpid@san la
existente entre dos magnitudes o dos situaciones. Cuando una tabla corresponda a una funcior
consideraremos la primera magnitud que aparece como la variable independiente, X, y la segunc
como la variable dependiente, y, salvo que en eberasiridjuen otra cosa.

Para que una tabla represente una funcién, debe cumplirse que todos los datos de la
primera fila sean distintos

Ejemplo 11.:

Un estudio de un ginecologo muestra como crece un bebé antes de nacer, segun
el mes de gestacién en quenseentre su madre, de acuerdo con la siguiente
tabla:

Edad (meses) 2 3|1 41|65 6 7 8 9

Longitud (cm), 4 | 8 | 15| 24| 29| 34| 38| 42

Observa que se ha establecido una relacion entre los meses de gestacion y la
longitud del bebé. A cada mes le correspparidagitud determinada. La

longitud del feto depende de los meses de gestacion o es funcion del mes de
gestacion.

Matematicas 3° E.S.P.A Pag40 C.E.P.A. Plus Ultdaogrofio



Ejemplo 12. :

Dofa Francisca, |l a churrera del barri
tener que andar haciendo cuentas ha elaborado esta tabla:

NUmero de churr] 1 2 3 4 5 6 7

Preci o (|0,30]060f0,90|1,20|1,50| 1,80| 2,10

Fijate que a cada cantidad de churros le corresponde un Unico precio. El precio de
los churros depende del numero de churros comprados o es funcion del nimero
de churros.

Enlos dos ejemplos anteriores las relaciones expresadas mediante tablas son funciones.

Ejemplo 13.:

En esta tabla se asocia a cada valor de la primera fila su correspondiente valor de
la segunda. ¢ Es esta relacion una funcion?

X 1 1 2 3 4 4 5
y -1 3 -2 -3 -2 2 5

Esta tabla no representa una funcién ya que x = 1 (aparece dos veces) tiene dos
imagenes 1-§. Esta relacién también asoxia ddos valores 23

3.2 Relaciones dadas por gréficas

Una grafica es la representacion en unos ejes de coordenadas de los pares ordenados de un
tabla. Las graficas describen relaciones entre dodera@uando un grafico corresponda a

una funcion consideraremos la variable independiente la que se indica en el eje de abscisa y |
dependiente la que se especifica en el eje de ordenadas.

Para que una grafica represente una funcién, debe cumplirse que todos los puntos
tengan distinta abscisa, es decir, que no puede haber dos 0 mas puntos con la misma
abscisa.

Cuando los vadger que toma una de las magnitudes de la tabla son
demasiado grandes, para representar sus puntos sobre los ejes’se_hace

de esta forma: Fijate que el eje Y e

como Aarr

|
Esto significa que en el eje Y, por debajo de 40, hay una parte de“éh dela

. . 3
gue hemos prescindido, se llamger el eje i %

Ejemplo 14. :

Una ciudad dispone de un aparato que registra constantemente la temperatura
ambiental, en forma de grafica.
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TEMPERATURA (°C)

301 En el eje X se ha colocado el tiempo (v
independiente) medido en horas y en el e
20¢ mide la temperatura (variabperndkente) e
grados centigrados. A cada hora del |
103 corresponde una determinada temperatt
temperatura depende de la hora del d
2+ temperatura es funcion de la hora del dia.
6 12 18 24

TIEMPO (horas)

Ejemplo 15. :
Un estudio de un ginec6logo muestra cOmo crece un liebgaaetesegun
el mes de gestacion en que se encuentre su madre, obteniéndose la siguiente
gréfica.

50 |

40 |

Longitud (cm)
8 &

-
o

Edad (meses)

Si observas bien estos datos puedes comprobar que las coordenadas de los
puntos de la grafica coinciden con los datos recdayithigeedadjemplo .3
Se estdelacionando la edad gestacional (eje X) con la longitud del bebé (eje Y).

A cada mes sélo le corresponde una longitud. La variable independiente es la
edad y la dependiente la longitud.

Ejemplo 16. :
¢, Cudles das graficas siguientes corresponden a una funcién?:
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La grafica a) no coresponde a la grafica de una
funcién ya que hay valores de x que tiene mas de
una imagen. Como se muesira en este dibujo al
trazar una linea perpendicular al gje X, se observa
que corta vanas veces a la grafica (puntos A, By C).
Los puntos situados en una misma linea vedical
(paralela al eje de ordenadas) tienen la misma
abscisa, pero distintas ordenada, distintas imagenes.

Y

La grafica b) si corresponde a una funcion porque a

cada valor de x solo le corresponde un valor de y_ Si | I
trazaramos lineas verticales solo cortarian una vez a HEMEEE
la grafica N BN

/ Lo\ /x
111
Ejemplo 17. :

¢La grafica siguiente corresponde a una funcion? Observa que en este gréfico
estan representados los puntos de la taangél 3

Como ya sabemos la respuesta es que no'se
trata de una funcién. La abscisa x=1 tig he@
dos ordenada% y 3. Existe ademas otros

dos puntos con la misma abscisa x=4. ? ®
1
 pel 1 2 3 4 L] 6 7
1 ® X
2 o ®

3.3 Relaciones dadas pfirmulas

En ocasiones podemos escribir la relacién entre dos magnitudes mediante una expresion
algebraica
y=f(x)

Cuando mediante esta expresion a un valor de x le corresponde un unico valor de y, diremos qu
dicha expresion define una funcién. Eijaralor de la variable independiente, X, y sustituyendo

en la ecuacién de la funcién, podemos calcular el valor de la variable dependiente, y. En Ig
definicion de una funcion, para referirse a la imagen de x, se pat@)utilizar y

La funcion y = 4x+4dodriamos escribirla como f(x) = 4x+1. Cuando en un ejercicio se hace
referencia a mas de una funcion, para distinguirlas ademas de f(x) se les puede llamar g(x), h(x).
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Ejemplo 18. :
Dadas las funciones f(x) = 3x, g&J =2 y h(x) = 5. Calculd)f@g@), g(3),
h(2), h(3) y-a4Q).

Para lduncién f(x) = 3x, nos pidatowéale cuando x = 2. Para calcular su valor
sustituimos en la definicion de la funcion la variable x por 2 y realizamos la
operacion u operaciones que en dicha definiekmamapsiempre teniendo en

cuenta las propiedades de las operaciones con numeros reales.

f(x) = 3% Y f(2'5"2"":: 3A = 3A2 =

| L

Definicion de la funcion f(x)

Procedemos de forma pargeadacalcular-g), g(3) y h(2).

Recuerda:
gX)=x2-2 Y Q@)= (-4)°-2=-16-2=18

Y g(@)=3%-2=-9-2=11 (-4)% = (-4) A(-4) = 16

(-4)° =- () A(-4) = - 16
.32 =-3B=-9

La funcién h(x) = 5 quiere decir que a cualquier valor de x siempre le va hacer
corresponder 5. En la definicion de h(x) no aparece la variable x, luego solo
podremos escribir el nUmero aparece gukemdion de la funcion.

h)=5 Y h(2)=5

Y h@3)=5
Y h(-11)=5
Ejemplo 19.:
Dada la funcion f(x) = 4x+1. Se pide:
a) f(3)

b) Laimagen del 2

c) Laordenada de la absdisa

d) La abscisa de un punto de la funcién cuya ordenada es 6.
e) Elvalor de la variab@ependiente sdigpendiente vale 5.

f) ¢ Pertenecen los puntos (1,-8),\.1) a esta funcion?

Las respuestas a estos apartados son:
a)  En la definicion de la funciom@negue cambiar la x-Bor
f:3) -3+a1A7+1=11

b) Laimagen del 2, nos dicen que la x = 2:
f(2) = 4A2 + 1 = 8 + 1 = 9
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c) Nos piden la ordenada, es decir, lay o la imagen cuandwddedhscisa
x=-1:
ftl) -H+2A¢1=3
d) Nos dan la ordenada 6, y = 6, buscamos la abscisa x:
6=4x+1 Y 6-1=4x Y 5=4xY x:%:1.25
e) La variable independiente esy, luego nos dicen que y = 5:
5=4x+1 Y 5-1=4x Y 4=4xY xz%zl

f)  Vamos a comprobar si (1, 6) es un punto de la funciébn dada. Este punto
nos dice que= 1 e y = 6. Sustituyamos en la definicion de la funcion la x
por 1 y comprobemos si se obtiene el valor de la ordenada, en este caso 6.

f(1) = 4A1 + 1 = 4 + 1 = 5 1 &6

Cuando x =1, el valor de la funcion es 5 y no 6 por lo tanto, ¢l punto (1, 6
no perteece a estancion.

Pasemos a estudiar si el segundo punto esta en la funcion dada. En el
apartado a) de este ejemplo se ha comprobado que3péagunsion

toma el valetl, f3) =-11. Asi que el purd®, {11) pertenece a esta
funcion.

Ejemplo 20. :

Sea & relacién que a cada numero le asocia su doble yrrédsséra la
férmula general de esta relacion?

Esta relacion es una funcion porque un numero solo tiene un doble y si le
restamos uno se sigue obteniendo un Unico resultado.

Llamemos x al numeyo &l valor que le asocia esta relacion, es decir, la imagen
de x. Calculemos algunos valores de esta relacion.

Si x = 3, el doble de tres es 6, si ahora le restamos 1, se obtiene 5
x=3Y y = -2=6A=3Y laimagen (la ordenada) del 3 es 5

Six=5Y y =5)21=A0-1=-11Y laimagen (la ordenadaps-11
Parax=2 y = -12=4A=2 Y laimagen (la ordenada) del 2 es 3
En general, a cada valor de x le asocia una y que viene definida por la siguiente

férmula: y = 2k

3.4 Representacion grafica de funciones

Para representar graficamente una funcion se forma unzakatda yese representan los
pares de valores de la tabla como puntos sobre el plano cartesiano.

Los valores deMariable independiense representan sobrejelhorizontad deabscisas
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Los valores deMariable dependienge representan sobrejelverticab deordenadas

Es importante observar si tiene sentido unir los puntos obtenidos.

Ejemplo 21. :
La siguiente férmula expresa el area de un cuadrado, y, en funcién del lado, x.
y =R
A partir de ésta formula podriamos caklolsas de area en funcién del lado.
Como x representa el lado de un cuadrado no podriamos darle valores negativos.
Por ejemplo:

Parax =0y y=6=0, Parax =1y y=k=1,
Parax=2 y=2=4

Con estos y otros valores podriamos construir una tabla de valores de la funcién.

Lado (m)| O 1 2 3 4 5 6 7 8

Area (®) | =0 | 12=1 | 2=4 | 2=9 | 4= 16| 5= 25| @= 36| 72= 49| £= 64

Representamos los pares de valoresisobrejes coordenados. Aunque en la

tabla hemos dado al lado valores naturales podriamos haber calculado el area de
un cuadrado de lado 1.5; 2.25; 4.02, pero su representacion en los ejes de
coordenadas habria sido mas complicada.

Area (m?)

Lado (m)

Si damos valores intermedios obtenemos valores intermedios del area, por ello
tiene sentido unir los puntoalesDe esta forma obtenemos la grafica de la
funcién dada por la férmula.
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Ejemplo 22. :
E I precio de revel ado decadafiotocabmar et e d
0,25 0. Representa | a gr8fica de esta

Si llamamos x al numero de fotos e y al coste del revelado, la expresion que nos
da el coste en funcion del nimero de fotos.

y = 0,25x + 1,30

El nimero de fotos seria la variable indefeend el coste la variable
dependiente. Formamos una tabla de valores.

NUmero de fotoy 0 1 2 3 4 5 6 7 8 | é

Coste (]1,301,55/1,80|2,05]2306 255|280 3,05]|3,30 €&

Representamos los pares de valores sobre unos ejes de coordenadas y
obtenemadistintos puntos de la grafica.

w o
L]

Coste en euros
@

1 2 3 4 5 6 T 8

Namero de fotos

4 ESTUDIO GRAFICO DEIEWDNES

Dada la grafica de una funcién vamos a estudiar las siguientes caracteristicas: dominio, recorrid
continuidad, crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos, simieidad.y period

4.1 Dominio (Dom f)

Se llama dominio de una funcion al conjunto formado por los elementos del conjunto inicia
(valores de x) que tiemeagen (valores de y). Tenemos que buscar las abscisas de los puntos
de la graficaeemos de izquierda a deretleheje X y vemos para que valores hay funcion.
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Ejemplo 23. :
Dada la gréafica siguiente determina su dominio.

Sobre la gréfica de la funcién hemos marcadoy
tres puntos A, B y C. La abscisa de esto
puntos formara parte del dominio de
funcién, es decir, los numeros 0, 3y 4. S
fuéramos tomando todas las abscisas de lo
infinitos puntos de la funcién tendridmos»
dominio. Determinar el dominio graficamentt B{(32)
es mas facil solo tenemos que proyectar I s (0.0)

grafica sobre el eje X (flechas verticales gu*a : X
van de la grafica al eje X) y obtene .

marca hecha sobre el eje de abscisa que}U
comienza en x = 0 y no termina Rottd el
dominio edbom f = [0, &)

C (4,4)

1 12 13 la Is &

4.2 Imagen o recorrido (Im f)

Se llama recorrido de una funcion al conjunto formado por las imagenes (valores de y) de los
elementos del domifvalores de XJenemos que buscar las ordenadas pentos de la
gréficalL,eemos de abajo a arriba en el eje Y y vemos para que valores hay funcion.

Ejemplo 24. :
Determina la imagen de la funcion del .ejemplo anterior

Sobre la gréafica de la funcibn hemos marcado tre§

puntos A, B y C. La ordenada de estos puntos

formara parte del dominio de la funcion, es deck, C(4.4)

los nimeros 0, 2 y 4. Si fuéramos tomando todas

las ordenadas de los infinitos puntos de |& /

funcion tendriamos el recorrido. Determinar el /

recorrido graficamente es mas facil solo - /B (3,2)
tenemos que proyectar#icp sobre el eje Y 1 | ©.0) //

(flechas horizontales que van de la gréfica al eje” = >~ X
Y) y obtenemos la marca hecha sobre el e}e—’ée/.
ordenadas que comienza eny = 0 y no termina”
Por lo tanto el dominidred: = [0, & ).
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Ejemplo 25. :
Deternma el dominio y la imagen de la f T4

7

El dominio empieza e#b xy acaba en x= El recorrido empieza ef3 y=acaba en y=

luego: Dom f5][4] luego Im f =3] 3]
Ejemplo 26. : §
Determina el dominio y el recorrido de la ° /l
funcién A
/ -

(
\

N

X

En esta grafica el purky q) aparece con un circulo de fondo blanco. Esto
guiere decir que el valox de2 y

el de y 2 no los toma la funcion 5
pero si los demas numeros reales .1 0O
muy proximas ellos. Por ejemplo, g )
el valor1,9 9 9 9 9 Jefe XPatie il /
estd muy cercano-ay el valor /s 8 S
1,99999999e&9Y9q9|@9é/ A
~ —C EOMnd
esta muy cerca @elCuando en la
grafica de una funcién aparede t
algtin circulo blanco indica que e ~1DOMINIO
punto no pertenece a la funcion. En % ﬁ ] * % # % ;

los demas casos, se entiendéaque
funcién toma todos los puntos de la
gréfica.
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En este caso vemos que los valores de x que tiene imagen estan en el intervalo
cuyos extremos s@ry 5 (de abscisas), pero la ab2agatiene imagen. Por

lo tanto, Dom f-2,(5]

Los valores de yeggon imagenes estan en el intervalo cuyos extremos son 2y 5
(de ordenadas), pero el punto 2 no es imagen. Por tanto, Im f = (2, 5]

4.3 Continuidad

Una funcion esntinuasi su grafica se puede dibujar de un solo trazo, es decir, no presenta
saltos. En caso contrario, la funcién es discontinua.

Los puntos donde se producen las interrupciones o los saltpargedaheattiscontinuidad
de la funcion.

Ejemplo 27. :
Estudia la camtidad de las siguientes funciones

a) b)

e

4 >
X
Esta funcion es continua en todo su dor La funcién representada en el gréafico es
es decir, es continua en el interGalg [ continua en el intervao,(-1] U [2, #)

4.4 Crecimiento y decrecimiento

Una funcién esecientecuando al aumentar los valores de x aumentan los valores de y , o al
disminuir los valores de x disminuyen los valores de y.

Podemos estudiar el crecimiento de una funcion:
a. Comprobando siaalmentatos valores de la variabdeimentaros valores
de la variable y.

b. Observando su grafica y comprobando si al crecer la variable x (de izquierda a
derecha), la funcion crece (de abajo a arriba).
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Ejemplo 28. :
Comprobar si es creciente la funcBxy =

4
Y
3 y=3x-2
A
1
X X y 4
ot -1 0 o
fo7] o o = -2 ! 2 3 4
S S » X
2 0 S
3]
Crece
>

Una funcién eecrecienteuanda@ aumentar los valores de x disminuyen los valores de y, 0
vicevers@&odemos analizar el decrecimiento de una funcién:

a. Comprobando seaimentafos valores de Variable disminuyerios valores

de la variable y.
b. Observando su gréafica y comprobando si al crecer la variable x (de izquierda a

derecha), la funcion decrece (de arriba a abajo).

Ejemplo 29. :
Comprobar si es decreciente la funcior B =

N
X X y Y
Q = (ge] e
o 0 3 Q g
(&) ® Qg
2 1 Q

v2 -1 0 x :»3&

-1 |Crece
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Lafuncién constante (no crece ni decrece) tienef(g)ferks@endo k un nimeralquiera.
La gréfica de la funcion constante es una recta paralela al eje de abscisas que pasa por los puntc
de ordenada y=Kk.

y ¢

-

Una funcion puede ser enéej decreciente y constante en diversos intervalos de su dominio.
Estosntervalossiempre sambiertos(los extremos de los intervalos van entre paréntesis).

4.5 Funcion creciente y decreciente en un intervalo

Una funcion esecienteen un intervalo [asb$e cumplen las siguientes condiciongsSi x
son dos valores cualesquiera del intervalo [a, b], tal&ssgueexifica

f(x) <f() U f(x2) - f(x2)>0(positivo)

Ejemplo 30. :
Estudiar si es creciente o decreciente la furcideri(g) intervalo [2, 5].

Tomamos, en este caso, los valer@sx =5 g
f00)=f(2)=2= 4 /
f(x) = f(5) == 25 ¥ o
f(5)-f(2) =254 =21>0 0 /
4] /
Por tanto, la funcidn es creciente en este intervalo |(se X
podria comprobar en diversos paragngeros del P 1| A LIk
intervalo).

Una funcion eecrecienteen un intervalo [a, b] si se cumplen las siguientes condicjones: Si x
%2 son dos valores cualesquiera del intervalo [a, b] talessgueexifica

f(xo) >f(x)) U f(x) - f(x:)<O(negativo).

Ejemplo 31.:

Estudiar el crecimiento o decrecimiento de la funcién dfxekintervalo
[-4!_1]
Tomamos los valores x4; x =-1
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4.6 Maximos y minimos

Una funcion y = f(x) tienen@rimoen un punto de abscisa/®v
X = % Si, en valores proximos a él, a la izquierda de ese punt
la funcién es creciente y a la derecha de ese punto la funci

es decreciente; esto es, si los valores proximos a él que tor
la funciéon son menores.

Una fuaion y = f(x) tienemaimimoen un puatde abscisa x

= % Si, en valores proximos a €él, a la izquierda de ese punto la
funcién es decreciente y a la derecha de ese punto la funcior

es creciente; esto es, si los valores proximos a él que toma 14
funcién son mayores.

Matematicas 3° E.S.P.A

f() = f4) =4)>= 16
fo) = f(.1) =1)2= 1
f(1)-f(4) = £ 16 =15 < 0

La funcidon eecreciente en este intervalo.

Ejemplo 32. :

,

La funcion representada en la figura e
creciente en el intervalo (1, 3), constante en el
intervalo (3, 6) y decreciente en el intervalg (6,
8). :

)

yA Méximo en el punto de abscisa

X=X

ON 0O

>
e

o
z
L1}

«

(1)
(¢
-
re

—
(‘l%()c J

o

-
-
o

0

Elpunto xg tiene mayor ordenada, f (xg),
gue los demas

y A Minimo en el punto de
abscisa x = xp

c-

(] =
L < =
v
53 ]
o S
J(xo) |-
0 Xy >

El punto xg tiene menor ordenada, f (xg),
gue los demas
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No obstante, una funcién puede pressraarmaximos y misinfara distinguirlos, definimos
los siguientes conceptos:

1 Una funcién y = f (x) tieneéximo (minimo) absolgn un punto x gsklos valores
gue toma la funcién son todos menores (mayores) que swjimagen f (x

1 Una funcion=yf (x) tiene umaximo (minimo) relatiego un punto x &sk los valores
préximos a €l que toma la funcion son todos menores (mayores) quegsu imagen f (x

Ejemplo 33.:

A partir de la siguiente gréfica (muestra el pgrfi
de una etapa de la Vuelta Ciclista @aEspm

(200, 1500)

estudia el crecimiento y decrecimiento dewda

funcién y los méximos y minimos. (150, 1200)
La funcién es cieate en (0, 50§75, 1508 1200

(175, 200).

La funcién es decemte en (50, &B)150, 175) ™| 5 e

(250, 900)

8 (200, 50).

800

Presenta un maximo absoluto en x = 200 (1°50
m es la altitud maxima) y un minimo absoluto en| x

(175, 600)

=75 (300 m es la altitud minima). 400

Los maximos relativos los alcanza gumntos

de abscisa=50y x = 150. 200 CEmwy

El minimo relativo lo alcanzaelepuntode

abSC|Sa = 175 a0 o a0 100 150 200

250 301
km
Primero observamos la gréafica e identificamos los trozos en los que crece.

(200 1500)
1500 (200, 1500)
m (150, 1200)
1000-— 7= arn
(2, AU L (250, 900)
(0, 600)
' : 1 (175, 600)
L
500
(75, 300)
0 100 200 300
km
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Una vez hecho esto trasladamos el crecimied&crgaginiento al eje X.
Recuerda que en el crecimiento hay que expresar desde que valor de X comienza

a crecer hasta que valor de X deja de crecer. Lo mismo ocurre con el
decrecimiento.

1600
L(200,1500)
1400
m {150, 1200)

1200 i
1000
(50, 300) (250, 800}
800

(0, 600)
T e {175, 600)

200 (7H,300)

km

Por altimo, expresamos en forma de intervalo el conjunto de niumeros en los que
se produce el crecimiento y el decrecimiento. Recuerdantpreakin

abiertos.
1600
(200, 1500)
I
1400 1
1
{150, 1200) I
I
1200 i 1
m i !
! i
1000 : 1
(50, 900) I ! (250, 900)
g i '
200 : 1
|
: i
(0, 6O0) N NN
g : 11\1 74 600)
I
.
I
[
Niard o
(R
$ -
200 E"“":SDD" : I :
H 11 I
v 33 3
-50 o 50 F5 100 150 175 200 250 300 3
km

Crecimiento (O, BQY5, 153 (175, 200)
Decrecimiento (50,878)50, 17%) (200, 20)
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4.7 Simetrias

Las gréaficas de la funciones puedsimsgricas respecto del eje de ordenadas o del origen de
coordenadas (el punto (0, 0)). Existen funciones que no presentan ningun tipo de simetria.

y A
y 4
s ()
JEx) Jx) 4
- :
N0 X .\.’
Jex)
X O X \>
Simetria respecto del eje de ordenadas Simetria respecto del origen de coordenadas
Una funcion y = f (x) es simétrica respecto de Una funcién y = f (x) es simétrica respecto del
ordenadas, o se dice que Bametria parsi para origen de coordenadas, o se dice quartietréa
cualquier valor x se verifica que: impar si para cualquier valor x se verifica que:
f(x) = f (x). f (x) =f (x).
Ejemplo 34. :

La gréfica de una funcion representa una funcién simétrica respecto del eje Y, si al
doblar el plano por dicho eje tal como indica la flecha, las dos ramas en las que la
recta OY divide a la gréfica coinciden.

| Eje de ordenadas, si doblamos |
1 < Ang ramasg rninciden

| €7 N Observa que los puntos simétricos tienen a

(-1.5;0{5 (15,0.9) opuestas y la mma ordenada; por ejemplei)
3 % 7 e y €1,-1); (1.5, 0.5) yi(5, 0.5). Esto significa qt

cada par de valores opuestesla variabl

independiente le corresponde un mismo val
variable dependiente.
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Ejemplo 35. :
La grafica de un@nciéon representa una funcion U ]
simétrica respecto del origen de coordenadadasi al dob |
el plano primero por uno de los ejes y luego por el otro las /
dos ramas de la funcion coinciden. /
Fijate que los puntos simétricos tienen sus dos
coordenadas opuest akl),; p ej ¢empl o: A (
B(2, &,)8). or tBnbo( a cada par deesmlo A’ 1 X
opuestos de la variable independiente le correspond@ un
par de valores opuestos de la variable dependiente.

T

Ejemplo 36. : -
La funcién representada en este grafico no es ni par ni
impar. Si tuviera algun tipo de simetria esta se tiene que cumplir en todos los
puntos de su gréfica.

Comprobamos, por ejemplo que,

7
f (131)ya qué (1) = 0p)fE-3
Y Esta funcioén no es par.
[ o] 7 f ( (1) ya que
f(1) = 0 ¥f(-1) =(-3)=3Y
.4 Esta funcién no es impar.

La simetria también se puede estudiar a partir de la expresion algebraica de la funcion

Ejemplo 37. :
Estudia de la simetria denkeidn y =3x
Vamos a comprobar si la funcion dada presenta simetria par:
f(x) =% .,
fE-X)) = fP=- 3 X x8Y f(x), f(x) Y La funcién no es par

Comprobemos si es impar

fxX) =xY -f(x) =x3
f(cx) = P=->3 -8 =-x Y H(x)=#)Y Lafuncion es impar
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Ejemplo 38. :
Estudia la simetria de la funciof-y63.x

Sustituimos x pox en la definicion de la funcion:
f(X) = P-6(xp=x-62="f(X)Y f(X) =X

Luego f (x) es una funcion par; por tanto, su grafica es simétrica respecto al eje de
ordenadas, y no respecto del origen

4.8 Periodicidad

Una funcion es periddica si su grafica repite, de forma consecutiva, un mismo modelo, cuyc
dominio se llama periodo de la funcion.

Ejemplo 39. :
La primera grafica representa una funcion de -@oriinlca[segunda gréafica
representa una funcpiriodica. Fijate en que esta Ultima se ha construido
repitiendo consecutivamente a derecha e izquierda la primera funcién. Este
intervalo se denomina periodo de la funcion.

I
s

<

4.9 Puntos de corteon los ejes

En el estudio de funciones es interesante saber si éstas cortan a los ejes cartesianos y en qus
puntos.

V Puntos de corte con el eje Y

El punto de corte de fumion y = f (x) con el eje Y tiene
abscisa x = 0. Por tanto, es el punto de coordenadas ((

V Puntos de corte con el eje X

Los puntos de corte de una funcién y = f (x) con el
tienen por ordenadas y = 0. Por tanto, son los punto
coadenada x son soluciones de la ecuacion f (x) = 0.

v =fx)
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Ejemplo 40. :
Los puntos de corte con los ejes de la furgigmmuple

14 Eje Xy (4, 0):4, 0)y (3, 0)

/-\ / | Eje YY (0,-3)
/}4—5\( ,i ]

Ejemplo 41. :
Halla lopuntos de corte de la funciém y+=3 con los ejes cartesianos.

I
Ll
o

EjeY: parax:ﬁ y:-BY Q (0;3)
Eje X: paray =00 0=x+3 Y x=3Y P (3,0)

En ekjemplo 2%sté la gréfica de esta funcion y en ella se pueden observar los
puntos de corte con los ejes.

Matematicas 3° E.S.P.A Pags9 C.E.P.A. Plus Ultdaogrofio



JFUNCIONES. RECTAS

el

1 DEFINICION

Recordamos que una funcidn se expresa analiticamente mediante una relagigf{>de la forma
donded yed lavariable dependienye xlavariable independiente

UnaRECTAviene dada por una ecuacién de la fc

y=mx+n(l)

Se trata de una funcion lineal, ya que
la relacion entre las variables es de
tipo lineal, el maximo exponente con el
gue aparece cada una de ellas es 1.

Por ejemplo, una funcién dada por la ecuacton 3y-2 X0 seria una funcitimeal puesto
gue el mayor exponente para la variable x es 2, esta elevada al cuadrado.

Lagraficale una funcion linealuna linea recta:

La ecuaci - -n

puede

dar s e

de

maner as

wy

di ferent

reglas que sestudiaron para mover términos entre miembros de una ecuacion, siempre es
posible conseguir la expresion (1) anterior.

Ejemplo 1. :

a)
b)
_-3x+9
==
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-3x

+2 (donde m':g
4 4 4

Pag60

3 +yF2Y y=i3xi 2 (donde mi3,n2)
2Xi 5+3y¥x+4iyY 3y+yIx+4i2x+5Y 4y=i 3x +9Y

9
, N ==
2)
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c) Xy=5Yy =§ NO representa una recta, la variable x aparece en el
denominador.

d) TIX+2y 7+R=76+4x+2¢+ 5yY iXi4xi 7+ Rix2+ 6= 5y2y
(los términos ehdesaparecen)

Y isxi1=3y >X"1_yy y:'—sx- 1 (donde mi> | nz'l'i)

3 3 3 3 3

2 PENDIENTE Y ORDENADAEL ORIGEN

Lapendiente de una rectiene determinada por la variacion que gudtevdaiar 1a, es
decir, la razén que hay entre el desplazamiento en vertical y el desplazamiento en horizontal ¢
movernos de un punto a otro de la recta.

Veamoslo con los s@gtes ejemplos:

Ejlemplo 2.y =i 2x+1

Supongamos que nos desplazamos sobre la recta entre los
dos puntos marcados que corresporid2rbal(al (0,1).

La lectura se hard siempre de izquierda a derecha y los
movimientos en vertical hacia abajo seeasi
negativos. (En horizontal seran positivos, ya que nos
movemos siempre hacia la derecha).

Desplaz. vertical: 4 unidades hacia ab&o
Desplaz. horizontal: 2 unidades hacia la dezcha

Pendiente: el cociente entre el verticahorizeintal

incluido el signo, es decir, pendienté:zim-z. La

-1 pendiente de esta recta eg 1&.=

Este valor no depende de los puntos de desplazamiento elegidos. La razdn se
mantiene para dos puntos cualesquiera de la recta:
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A (25y (1)

En vertical: 6 hacia abajo 6
En horizontal: 3 hacia la derecBa

Pendiente m'—?: -2

A ((1,3)y(0,1)

En vertical: 2 hacia abajb 2
-4 En horizontal: 1 hacia la derecha

Pendiente m%:-z
Ejemplo3.y=3x+1
) P Elegimos para desplazarnos (de izquierda a derecha)

sobre esta recta los dos puntos marcados que son el
(11,72)yel (1,4).

it
-

Desplaz. en horizontal: 2 unidades hacia la-de2echa

2 © Desplaz. en vertical: 6 hacia arriba
ﬁ .
! -~ Pendiente desplaz. vgrucal _6 _3
=t desplaz. horizontal 2
-1 Jo 2z La pendiente de esta recta es 3.

-1 Comprueba que dos puntos de la recial,i 2) y
(2,7) se obtiene el mismo resultado.

-.. -2
1-d1)=2"

Sin necesidad de dibujar los puntos podemos calcular la pendiente de la recta que pasa por do
puntosA (X, y1) Y B (% ), mediante la formula:

m=Y2"Y1 5 tambiénm=Y1"Y2

X2 - X1 X1- Xp

Si nos fijamos en los dos ejemplos anteodeasos hacer las siguientes observaciones:
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E El valor de la pendiente que hemos obtenido coincide con el coeficiente de x en la
ecuacion dada:
Ejempl@:y =i 2x +1 pendienté 2
Ejempl®@.:y=3x+1 pendiente = 3
E La pendiente del ejen2@e negativalg funcién es decreciente.
La pendiente del ejen3@e positivalg funcion es creciente.
E Ambas graficas cortan al eje Y en el punto (0,1), cuya segunda coordenada es 1, que

coincide con el valor del térndependiente de la ecuacion dada para cada una de
ellas:
y:TZX@ y:3x@

Ordenada en|el origen =1

Ordenada en elorigen=1 \ ~

1.1. Casos particulares de rectas
A Paralela al eje (xecta horizontal):

En este caso, como la pendiente es nula, sg teAdra + n = n, por tanto su ecuacion es
de la forma:

y=n
Para cualquier recta de ecuagiGnmx +n el coeficiente que multiplicaxaes el valor de
pendiente de la recta

El término independiengs laordenada enelorigen es decir, el va
corta al eje de ordenadas (al eje Y).

Es decir, que el valor que toma la funcién, sea cual sea el valor de x, es el valor dado por

(funcion constante).
Tods los puntos de la recta tienen su segunda coordenada igual.
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La ecuacién de la recta de esta grafica seria:
y=i 3

>

Paralela al eje Y (recta vertical):

Ahora todos los puntos de la recgntla primera coordengdigal,
mientras que la y puede tomar cualquier valor.
Su ecuacion es de la forma:

X = kcon k un nimero real.

La ecuacion de la recta de esta gréfica seria: : X
X=2

OBSERVACIONIna recta verticsllO es una funcién, ya que a un valor de
corresponden mas de un valor de y. |

3 REPRESENTACION GRAFIC

Por dos puntos dados pasa una Unica recta, por tanto, para dibujarla bastara conocer dos puntc
por los que pasa, representar éstos en el plana Yitreaayue los une.

Ejemplo 4. :

a) Conocidos dos puniRepresenta la recta que pasa por los punf)s (1,
y(32)

Dibujamos los puntos Unimos los puntos con una regla vy

tenemos la grafica de la recta
Y

e Y
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b) Conocida la ecuaciRepresenta la recta de ecuacioniyk 2x

Conseguimos los dos puntos necesarios a partir de la ecuacion creando
una tabla de valores de la forma siguiente: damos dos valores cualesquiera

a la fAxo y hallamos el val or de dy
sustituyendo eationy dlizamdo el Glcuioxedultamta. | a
Otra opci-n es dar valores a fiyo vy
manera que acaba de indicirsemb i ®n se puede dar ur
cal cul ar su fAyo y .uagréfica bbtdriena fHAy o

cualquiera de los casos, debe ser la misma.

En este ejemplo, una tabla podria ser: O también:
x|y
2. 4 1 0 “0=2-x-1=>1=2x=>x= 1
0 |-1 «y=2:-0-1=-1 B 2
2 3 «y=2:2-1=3 1| % <—1=2-x-1:>2=2x:>x:§:1
Y 4
3 @ Y3
1 L J
1 2 1 [+] p 1 3
¢ X 1 2

4 DETERMINACION DE IQUACION DE UNA RECTA

Para escribir la ecuacion de una recta en la formary bastaria conocer los valores de my
de ny colocarlos en dicha expresion. El problema se reduce a encontrar estos parametros.

Estudiaremos algunos casos:

A Conocemos la pendiente (m) y la ordenada en el origea écluacion puede escribirse
directamente puesto que se conocen my n.

Ejemplo 5. :

a) Escribe la ecuacion de la recta cuya pendiente es 8 y su ordenada en el
origeni 1/3.

La ecuacion quedasia:8x - %

b) Escribe la ecuacion de la recta de perfidieptgue corta al eje de
ordenadas en el puito2).
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Sabemos que n (la ordenada en el origen) es el valor de la segunda
coordenada (la y) del punto de corte de la recta con el eje Y, luego, n = 2.
Como m 2, la ecuacion pedida es: T 3=+ 2 o1
Y
c) Determina la ecuacion de la recta representada a *|
continuacion.

En este caso los valores de los parametros m y n no
vienen dados de forma directa pero pueden deducirse
facilmente a partir de la gréfica.

n: El punto de corte de la recta con el eje (0,6}
cuya segunda coordenada es 0, pontartio,

m: Para hallar la pendiente, elegimos dos puntos de la recta y calculamos el
cociente entre el desplazamiento vertical y el horizontal, como se ha visto
anteriormente. Tomamos, por ejemplo, loglpbnyoE3,3)

Despl. horizontal: 2 hacia la 3
derecha 2 Y
Despl. vertical: 2 hacia a#iba

Pendienten = % — Ordenadaen el origen = 0

6 también

La ecuacion de esta recta es:
y=1-x+0, esdecir, y=X

A Conocemos solo uno de ldgs parametros (m o n) y un punto por el que pasa la recta:
Que una recta pase por punto dado o, dicho de otro modo, que un punto pertenezca a una
recta, significa que ese punto verifica la ecuacion de la recta, es decir, que al sustituir las
coordenada®ldpunto en la ecuacion se culighla igualdad.

Ejemplo 6. :
¢, Pertenecen los puntos 42,y (0, 5) a la rectaiy3x + 5?.
Probamos cada punto por separado:
Para(2,-4): -3@+5=-6+5=-1, -4Y no se cumple la ecuacion, la recta
Xy x y
no pasa por ese punto
Para(0,5): -3@+5=0+5=5Y se cumple la ecuacion, la recta si pasa por

Xy X y
ese punto
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De esta forma, si conocemos m 0 n y un punto de la recta, bastara sustituir en la
ecuacion y = mx + n los datos conocidos y resolver la ecuacion con una incognita
resultante.

Ejemplo 7. :

a) Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por ellpBinto duya
pendientes 4.

Consideramos la ecuacion de la recta, y = mx + n ; si imponemos las condiciones
pedidas en el enunciado reQ#ta@ 1)+n

Resolvemos esta ecuacion de incognita n:
3=4@D+nY 3=-4+nY 3+4=nY n=7

Ahora ya conocemos los dos parametros m paniasepara escribir la
ecuacion, que es:
y=4x+7

b) Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto (3,5) y cuya ordenada
en el origen es 2.

Consideramos la ecuacion y = mx + n. Sabemos que n = 2, y al sustituir los datos
dados resulta=m@+2

Resolvemos la ecuacion de incégnita m:

5=m@+2Y 5-2=30@nY 3=3GnY m=>=1

wlw

La pendiente de la recta buscada es 1 y su ecuacion: y=x+ 2

A Conocemos dos puntos por los que pasa la rEnt&sta situacion podemos representar
graficamente la recta, calcular su pendiente y proceder como en el caso anterior para calcula
el valor de n eligiendo para ello uno cualquiera de los puntos conocidos.

Ejemplo 8. :
Determina la ecuacion de la recta que dasgpatos (L5) y{ 3,2)

A

Despl. vertical: 7 hacia abajb7

Despl. horizontal: 4 hacia la dereeha
‘,4 3 -2 1 n | ‘ ’ - 5- 2 —i

Pendienten =
% 1-(-3) 4

Ecuacion: y = mx ¥ ry :%x +n

Elegimos por ejemplo el puntd &), para
o calculan:
Y 41{8)=-4

v

Matematicas 3° E.S.P.A Pag67 C.E.P.A. Plus Ultdaogrofio



- 5=id+n\'( -5=i+n\'{ -5+Z=n\'( n=ﬂ
4 4 4 4

Por tanto la ecuacion de la recyazes%x- ?

5 RECTAS PARALELASECANTES

Rectas paralelas Rectas secantes
Dos rectas son paralelas si tienen la mij|| Dos rectas son secantes si tien
pendiente. distinta pendiente.
(No se cortan) (Se cortan en un punto)
2k A
Y X ]
i Y

wy

X
n 1 o 1 2 C-.l-h—
X
-1
2
L f -3y
rnoy=2x+1 rys2x+1
s y=2xl s: y=2k1

6 EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Calcula la pendiente de las rectas sedatotogue se proporcionan en cada apartado:
a) y =-3x+2
b) 2Xx +4y =8
c) Pasa por los puntos @, y 1, 2).
d) Su gréfica es la de la imagen.
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F 3
L J

Solucion:
a) m=3
b) Para averiguar la pendiente tenemos que despejar y en la expresion algebraica de la

d)

recta

4 . -2x+8 -2 .8 -1
2X+4y =8 4y=-2x+8Y y= Yy=—X+=Y y=—x+2
y y y 2 y ) 2 y 5
_2-(4_6_3
7-3 4 2
'y
2
Y
]
- / > =>m=§
2 [u] 1 x ]
_2‘,
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